Die reellen Zahlen nach Cantor

Dustin Lazarovici®

3. Dezember 2013

In unserem ersten Vortrag sind wir den Pythagoreern gefolgt und haben die
Inkommensurabilitit entdeckt: Es gibt Strecken, die kein gemeinsames Maf3
haben und deren Léngenverhéltnis man folglich nicht als Verhéltnis ganzer
Zahlen ausdriicken kann. Von der Art sind etwa Diagonale und Seite im Qua-
drat. Wir nennen deren Streckenverhiltnis v/2. Auch dieses Verhiltnis ist also
ZAHL, aber keine Zahl in dem Sinne, wie es die fritheren Pythagoreer verstan-
den haben. Wir nennen sie irrational, weil sie sich nicht als Bruch schreiben
ldsst, also als Verhéltnis ganzer Zahlen. Sie lasst sich aber auch nicht als end-
licher Dezimalbruch schreiben. Wir kénnen v/2 zumindest als Wurzel einer
rationalen Gleichung begreifen, nimlich als positive Losung von 2% — 2 = 0.
Solche Zahlen nennen wir algebraisch. Wir haben aber auch gelernt, dass es
Zahlen gibt, die nicht einmal von dieser Art sind — tatsdschlich sind fast alle
Zahlen nicht einmal algebraisch. Man sollte dann einmal dariiber nachden-
ken, in welchem Sinne man sie {iberhaupt begreifen kann.

Wir haben auch gelernt, dass die Pythagoreer schon einen erstaunlich
guten Algorithmus kannten, mit dem sie das Verhéltnis von Diagonale und
Seitenldnge im Quadrat ndherungsweise berechnen konnten. Diese Algorith-
mus ergibt sich aus der Umkehrung der Wechselwegnahme. Wir erinnern uns
an die gefundene Steintafel mit den Zahlenkolonnen:
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Fiithren wir den Algorithmus! fort, so erhalten wir die Zahlenwerte:

Qg dk dk/ak

1 1 1

2 3 1,5

5 7 1,4

12 17 1.41666666
29 41 1,41379310
70 99 1,41428571
169 | 239 | 1,41420118
408 | 577 | 1,41421568
986 | 1393 | 1,41421319
2378 | 3363 | 1,41421362

Natiirlich bricht dieser Algorithmus niemals ab (genauso wie die Dezimal-
folge von /2 = 1.414213562373095048801688724... niemals abbricht). Mit
der Irrationalitét hilt also auch das Unendliche Einzug in die Mathematik.
Wenn wir die dritte Spalte betrachten, also die Folge der Approximativen fiir
das Streckenverhéltnis Diagonal /Seitenlédnge ist, dann bemerken wir, dass die
Anderungen immer kleiner werden. Die Folge beginnt auf der Stelle zu tre-
ten. Schon nach 8 Iterationen dndert sich der Wert nur noch ab der siebten
Nachkommastelle, die Schwankungen sind also bereits kleiner als 1075 oder
ein Millionstel der Startndherung. Es sieht also so aus, als wiirde sich die
Folge tatséschlich ETWAS néhern. In der Zahlenwelt der Pythagoreer fehlte
aber dieses ETWAS, dem sich die Werte ndhern konnten. Heutzutage nennen
wir dieses etwas /2 und begreifen es als ZAHL.

Die Zahlen, in diesem abstrakten Sinne, finden letztlich Platz im Korper
der reellen Zahlen. Nach Entdeckung der Irrationalitédt durch die Pythago-
reer, sollte es noch iiber zwei Jahrtausende dauern, bis die reellen Zahlen
durch Georg Cantor und Richard Dedekind auf eine solide Grundlage gestellt
wurden. Das zeigt uns schon, dass hier ein grandioser Abstraktionsschritt ge-
schehen musste und eine grofle intellektuelle Leistung.

Betrachten wir zunéchst die Konstruktion der reellen Zahlen nach Can-
tor. Diese startet von der Beobachtung, dass es solche besonderen Folgen
gibt, wir nennen sie Fundamentalfolgen oder Cauchyfolgen, deren Schwan-
kungen beliebig klein werden, die irgendwann anfangen “auf der Stelle zu
treten”. Wenn wir uns die Folgenglieder als Einschldge auf dem Zahlenstrahl
denken, so scheinen sich diese beliebig nahe um einen Punkt zu sammeln. Es

1Seien ay,dy gegeben, dann ist ary1 = ap + dg und dgy1 = 2ap1 — di.



kann nun aber passieren, dass fiir eine solche Folge in den rationalen Zahlen
kein Grenzwert existiert (man denke zum Beispiel an die Dezimalfolge von
V2, oder die Teilsummenfolge der Exponentialreihe - %) Uns mag es
nun schon ganz natiirlich erscheinen zu behaupten, diesem Punkt auf dem
Zahlenstrahl entspreche eben eine reelle, irrationale Zahl. Man muss sich
aber vor Augen fiithren, was fiir ein wagemutiger Schritt hier gemacht wird,
denn mit der Existenz jenes Punktes behaupten wir ja gerade das, was uns
zunéchst nicht gegeben ist, ndmlich die Existenz eines Grenzwertes besagter
Folge. Die Logik ist also vielmehr diese : diese Tatsache, dass rationale Fun-
damentalfolgen existieren, die keinen rationalen Grenzwert besitzen, macht
uns gerade auf die “Fehlstellen” in Q aufmerksam, ist also eine Moglichkeit
die Unwollstindigkeit der rationalen Zahlen zu begreifen. Cantor’s genialer
Schritt besteht nun darin, die Folgen selbst mit Zahlen zu identifizieren, die
wir dann reelle Zahlen nennen, und deren Menge einen vollstdndigen Zah-
lenkorper bildet. Das ist nun also unser Programm. Beginnen wir zunéchst
mit der grundlegenden Definition:

Definition:

Eine Folge (a,)nen rationaler Zahlen a,, € Q heifit Fundamentalfolge (oder
Cauchy-Folge), falls gilt:

Ve >0dN e NVk, Il > N : |ap — ai] <e.

Mit F := {a = (an)nen | (@n), Fundamentalfolge in Q} bezeichnen wir die
Menge aller solcher Fundamentalfolgen.

Zu dieser Definition muss noch etwas gesagt werden. Aus der Analysis sind
wir es ja gewohnt, an € > (0 als eine beliebig kleine, reelle Zahl zu denken.
Das kann hier aber nicht gemeint sein, da wir die reellen Zahlen erst konstru-
ieren wollen. Gemeint ist also € € Q. Um aber einzusehen, dass rationale €
ausreichend sind um auszudriicken was wir ausdriicken wollen, brauchen wir
das Archimedische Axiom. Dieses besagt:

Gegeben eine (beliebig kleine) Strecke ¢ und eine (beliebig grofie)
Strecke L, so existiert eine natiirliche Zahl N mit N -9 > L.

Mit anderen Worten: zu jeder noch so kleinen Strecke § gibt es eine natiirliche
Zahl N, sodass in Einheiten der Strecke L gilt: 1/N < e. Darum geniigt es,
um einen Begriff von “beliebig kleinen Abtsdnden” im Kontinuum zu fassen,
rationale € zu betrachten oder sogar nur € aus der Menge {% | N € N}.



Nun konstruieren wir aus dieser Menge F der Fundamentalfolgen einen Zah-
lenkérper, den wir schliefSlich mit dem Korper der reellen Zahlen identifizieren
wollen.

Schritt 1: Addition und Multiplikation

Wir miissen znéchst eine Multiplikation und Addition definieren, die fiir Fol-
gen Sinn macht. Dies geschieht natiirlicherweise komponentenweise, d.h. fiir
a = (ay)nen, b = (byn)nen € F setzen wir

a+ b = (an + bn)nEN
a-b= (an : bn)nEN

Hier ist nun aber etwas nachzupriifen, ndmlich dass die Menge der Fundamen-
talfolgen beziiglich dieser Verkniipfungen abgeschlossen ist, d.h. dass Summe
und Produkt zweier Fundamentalfolgen wieder Fundamentalfolgen sind.

Zeige: Sind a,b € F, dann aucha+b e F, a-b e F.

Diese Verkniipfungen machen F zu einem Ring. Wir haben ndmlich ein Null-
element, das ist die 0 = (0,0,0,...), mit a+0 = 0+ a = a, Va € F,
und zu jeder Folge a = (a,), € F ein additiv Inverses —a = (—a,), mit
a+(—a)=—a—a=0.

Schritt 2: Aquivalenzrelation

Jede Fundamentalfolge soll einer reellen Zahl entsprechen. Nun kann es aber
sein, dass verschiedene Folgen derselben reellen Zahl entsprechen; man denke
etwa an ((1+ 2)") und (3_;_ %), oder an zwei Folgen, die sich nur in
endlich vielen Gliedern unterscheiden. Wir miissen also verschiedene Funda-
mentalfolgen miteinander identifizieren, wenn sie sich, anschaulich gespro-
chen, dem selben Punkt auf dem Zahlenstrahl ndhern. Wir konnen natiirlich
nicht sagen, zwei Folgen seien dquivalent, wenn sie gegen die selbe reelle
Zahl konvergieren, denn diese reellen Zahlen wollen wir ja erst konstruieren.
Wir kénnen aber sagen, zwei Folgen (ay,)n, (bn), seien dquivalent, wenn ihre
Differenz eine Nullfolge ist. Wir setzen also

(an)n ~ (bp)n : <= lim (a, — b,) =0,

n—o0

wobei die Konvergenz in Q zu verstehen ist.



Man iiberpriift leicht, dass dies tatséchlich eine Aquivalenzrelation auf F
definiert. Wir schreiben [(a,,),] fiir die Aquivalenzklasse von (a,,), (die Menge
aller Fundamentalfolgen, die dquivalent zu (a,), sind) und

R ={a=[(an)n] | (an)n € F}

fiir die Menge der Aquivalenzklassen, die wir am Ende mit der Menge R der
reellen Zahlen identifizieren wollen.

Nun hatten wir Addition und Multiplikation auf der Menge F' der Fun-
damentalfolgen definiert. Tatséchlich induzieren diese Verkniipfungen aber
auch Addition und Multiplikation auf der Menge R, die aus Aquivalenzklas-
sen von Fundamentalfolgen besteht. Dazu definiert man fiir o« := [(ay),], 5 ==
[(bn)n] € R:

a+ = [(an + bn)n]

a-ffi= [(an : bn)n]

Hier muss man aber unbedingt nachpriifen, dass diese Operationen auf R
wohldefiniert sind, d.h. unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten der
Aquivalenzklassen. In unserer Konstruktion stellen ja unendlich viele ratio-
nale Fundamentalfolgen die selbe reelle Zahl dar, aber die Summe bzw. das
Produkt zweier Zahlen a und § aus R darf natiirlich nicht davon abhéngen,
welche rationale Fundamentalfolge man hernimmt um sie darzustellen. Wir
miissen also zeigen: gilt (a,) ~ (al,) und (b,) ~ (¥),), dann auch (a,, + b,) ~

(ar, + b)), also [(an + by)] = [(al, +1),)] € R. Und ebenso fiir das Produkt:
(an) ~ (a,) und (by) ~ (b)) = (an-bn) ~ (ag,-b,), also [(an - bn)] = [(aj, - b,)]-

Beweis: Es seien also (a,) ~ (a), d.h. a,, —al, — 0 und (b,,) ~ (b],)n, d.h.
b, — b, — 0. Dann gilt:

anb, — a b, = a,b, — a,b'n+ ayb), —a, b, = a,(b, — b))+ (a, —al)bl,.

Nun sind (a,), und (b,), Cauchyfolgen und deshalb beschriankt (Wieso?).
Es existieren also natiirliche Zahlen N,, N, mit |a,| < N,, ¥n € N und
)| < Np, ¥n. Damit gilt nun:

’anbn_a%bm < ’an(bn_b;”""’(an_a;)bu < Na‘bn_b;z|+|an_a;z,Nb — 0,

denn weil |a, — al,| — 0 und |b, — b,| — 0, konvergiert auch deren Summe
gegen 0. Der Leser iiberlege sich den entsprechenden Beweis fiir die Addition.

Wir miissen eine weitere kleine Schwierigkeit bemerken. Wenn die Menge R
die reellen Zahlen darstellen soll, dann miissten ja die rationalen Zahlen eine
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Teilmenge davon sein. Geméfl unserer Konstruktion, gilt aber sicherlich nicht
Q C R, denn die Elemente von Q sind ja rationale Zahlen, die Elemente von
R aber Aquivalenzklassen von Fundamentalfolgen von rationalen Zahlen. Wir
konnen aber auf natiirliche Weise Q in R einbetten, namlich durch:

Q — R;
q—q:=[(q,qq...)

Die rationale Zahl ¢ € Q entspricht in R also der Aquivalenzklasse der Folge,
die konstant gleich ¢ ist (und damit der Aquivalenzklasse jeder Folge, die in
Q gegen ¢ konvergiert). In diesem Sinne kénnen wir dann @ als Teilmenge
von R betrachten, indem wir jedes ¢ € Q mit g identifizieren.

Schritt 3: Das Inverse der Multiplikation

Wenn wir unsere Menge R mit den reellen Zahl identifizieren wollen, dann
miissen wir R auch die Struktur eines Zahlenkdrpers geben. D.h. wir wollen
nicht nur in der Lage sein, Elemente zu Addieren und zu Multiplizieren,
sondern zu jedem Element o # 0 soll ein multiplikativ Inverses a~! existieren
mit « - a~! = 1. Hierbei ist 1 = [(1,1,1,...)] das neutrale Element der
Multiplikation in R.

Es sei 0 # a = [(a1, ag, as, .. .)] € R. Die Fundamentalfolge (a,,), ist also
ein Reprisentant der Aquivalenzklasse a. Man machte nun vielleicht als Re-
prasentant des Inversen einfach (a—ll, é, %, ...) setzen. Das kann aber méchtig
schiefgehen, ndmlich dann, wenn einer oder mehrere der Folgenglieder gleich
0 sind... Um dieses Problem zu umgehen, vergewissern wir uns zuméchst,
dass aber hdchstens endlich viele Folgenglieder 0 sein kénnen. Dazu bewei-

sen wir folgendes Lemma:

Ist (ay), eine Cauchy-Folge mit a,, = 0 fiir unendlich viele n € N, dann gilt
bereits nh_}rgo a, = 0 und damit [(a,),] =0 € R.

Beweis: Auf Grund der Cauchy-Eigenschaft finden wir fiir jedes € > 0 ein
N = N(e) € N, sodass |a,, — a,,| < € fir alle n,m > N. Ist nun a, = 0 fiir
unendlich viele n € N, dann existiert auch immer ein m > N(¢) mit a,, = 0.
Damit gilt aber |a, — a,| = |a,| < €, ¥Yn > N. Also gilt lim a, = 0 und

damit [(a,),] =0 € R.

Ist also a # 0 € R und (a,), ein Reprisentant der entsprechenden Aquiva-
lenzklasse, so hat (a,,), hochstens endlich viele Folgenglieder, die 0 sind. Nun
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definieren wir o' := [(@y,),,)] mit

- 1 ,fallsa,=0
t , falls a, # 0

Damit ist nun a,, - a, = 1 fiir alle bis auf endlich viele n € N und deshalb
tatséchlich
a-atl=at-a=[111.)]=1cR.

Nun wére auch hier noch zu zeigen, dass die Inversenbildung unabhéngig vom
gewdhlten Repréasentanten ist. Wir {iberlassen dies dem Leser zur Ubung.

Schritt 4: Anordnung

Wir haben nun auf F/ ~ tatsidchlich die algebraische Struktur eines Zah-
lenkorpers. Eine andere wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen ist aber die
Anordnung. Das heifit, wir kénnen fiir zwei reelle Zahlen «a, 5 immer angeben,
ob gilt a <  oder a > .

Wie driicken wir das nun aus fiir unsere Aquivalenzklassen von Funda-
mentalfolgen? Nun, anschaulich stellt ja die Folge (a,), eine kleinere reelle
Zahl dar als die Folge (b,,),, wenn sie sich im Kontinuum (d.h. auf dem Zah-
lenstrahl) einem Punkt ndhert, der “weiter links” liegt als jener Punkt, dem
sich (by,), annéhert. Das kénnen wir nun so ausdriicken:

Fir a = [(a,)], 8 = [(b,)] sel a < [, genau dann wenn ein 0 > 0 existiert mit
b, — a, >0 fir alle bis auf endlich viele n € N. Formaler:

f:<— 40>0IdNeN:b,—a, >0, Vn> N.

Man iiberlege sich, dass diese Definition wohldefiniert ist, also unabhéngig
von der Wahl des Représentanten, und unsere intuitive Vorstellung von der
Anordnung der reellen Zahlen fasst.

Schritt 5: Vollstindigkeit

Kommen wir nun zum technisch anspruchsvollsten Teil, der Vollstindigkeit
von R. Wir haben der Menge R bereits die Struktur eines angeordneten
Korpers gegeben. Einen solchen Korper haben aber bereits die rationalen
Zahlen ergeben. Uns fehlt also noch die entscheidende Eigenschaft, die es
rechtfertigt, R als Modell des Kontinuums zu begreifen, also tatsdchlich mit
der Menge R der reellen Zahlen zu identifizieren. Diese Eigenschaft ist die
Vollstandigkent.



Wir haben ja unsere Diskussion mit der Feststellung begonnen, dass uns
die Existenz rationaler Fundamentalfolgen, die in Q keinen Grenzwert besit-
zen, auf “Fehlstellen” in den rationalen Zahlen aufmerksam machen, also die
Unvollstindigkeit von Q bedeuten. Wir haben dann gesagt, dass einer sol-
chen “Fehlstelle” eine reelle Zahl entspricht und die Fundamentalfolge selbst
(bzw. ihre Aquivalenzklasse) mit dieser Zahl identifiziert. Nun miissen wir
aber zeigen, dass wir damit wirklich das Kontinuum beschreiben, das also
unser Zahlenkorper R nicht selbst wieder unvollstandig ist. Prézise wird das
durch folgenden Satz ausgedriickt:

Satz: Vollstédndigkeit von R.

Ist (v, )nen eine Cauchyfolge in R, so ist sie in R konvergent, d.h. es existiert
a € R mit o, — «, fiir n — oo.

Zunichst bemerken wir folgendes: Es sei (¢,), eine rationale Fundamen-
talfolge. Wie wir wissen ist es moglich, dass diese Folge keinen rationalen
Grenzwert besitzt, obwohl sie die Cauchy-Eigenschaft erfiillt. In R hat die
eingebettete Folge (7)., aber einen Grenzwert und zwar [(g,),], also die Aqui-
valenzklasse der Folge selber. Das sieht man wie folgt:

Es sei v = [(gn)n). Wir miissen zeigen: g, — v in R. Sei Q 3 ¢ > 0. Wir
miissen nun ein N € N finden mit |g, — y|g < € fiir alle n > N. Nun ist
|G — 7|z wieder ein Element in R, und zwar die Aquivalenzklasse der Folge

(Ign — a1l 100 — @l - |G — @, )

Nach Definition der Ordnungsrelation geniigt es nun zu zeigen, dass |g, —
qm| < € fiir fast alle m € N. Dann gilt namlich |, — v|g < € in R. Aber
das ergibt sich sofort aus der Cauchy-Eigenschaft von (g,),. Per Definition
besagt diese ndmlich, dass fiir beliebiges Q > 0 mit 0 < § < e ein N € N
existiert, sodass |q, — ¢n| < € fiir alle n,m > N. Mit diesem N gilt dann
| —7|r < €, Yn > N (denn fiir n > N ist insbesondere |g, — g | < € fiir fast
alle m, ndmlich alle m > N). Damit ist die gewiinschte Konvergenz gezeigt.
Wir haben also folgendes Lemma bewiesen:

Lemma: Rationale Fundamentalfolgen konvergieren in R.

Ist (gn)nen eine rationale Fundamentalfolge, so ist die eingebettete Folge (gy),,
in R konvergent mit Grenzwert [(¢y,)n]-



Dies ist ein schones Resultat, das noch niitzlich sein wird. Es geniigt aber
nicht fiir die Vollstdndigkeit von R, denn dazu miissen wir ja zeigen, dass
alle Cauchyfolgen von Elementen aus R in R konvergent sind! Kommen wir
also zum eigentlichen Beweis:

Beweis: Es sei () ken eine Cauchyfolge in R. Beachte, dass (ay ), nun eine
Folge von Aquivalenzklassen von Folgen ist, also:

= [(ai,aé,aé,...,a;,...)}
g = [(a%,ag,ag,...,ai,...)}
az = [(a},a3,a3,...,a),...)]
oy = [(a’f,a’g,a’;,...,aﬁ,...)}

mit (a¥), € F einem Reprisentanten von ag. Nun ist jeder dieser Repréisen-
tanten eine rationale Fundamentalfolge. Fiir jedes k € N existiert deshalb in
der Folge (a¥), ein Folgenglied aﬁv(k) von dem alle nachfolgenden Glieder um
héchstens ¢ abweichen, d.h. es gilt |af — aﬁv(k)] <+, Vn > N(k). Die Folge
(di)r = (a’fv(k))k wird eine Diagonalfolge genannt, denn das k—te Folgenglied
ist jeweils aus dem Repriisentanten (a¥), von oy gewihlt.

Wir werden nun beweisen, dass (o), in R gegen « := [(d)] konvergiert.
Dazu miissen wir zunéchst zeigen, dass (dy)x iiberhaupt eine Fundamental-
folge ist, also a € R ist.

Sei € > 0. Wegen der Cauchy-Eigenschaft von (ay) existiert ein N € N mit
|, — ay|r < 5 fiir alle k,1 > N. Nun ist

|, — aulr = [(la} — ail, a5 — a5, a5 — az),.. )]
ar — g < ¢ bedeutet also insbesondere, dass fiir alle k,1 > N gilt:

la¥ —dl| < %, fir fast alle n € N.

Wir kénnen zudem N grofl genug wéhlen, damit % < g. Seien nun k,[ > N.
Dann existieren einerseits in den Folgen (a),, und (d!,),, Glieder a* und d,
mit [af —al| < & (weil das fiir fast alle gilt), sowie |dy —af| < £ < & < &
und |al, —di| < § < % < £ (weil auch das, nach Definition der Diagonalfolge,
fiir fast alle Glieder der jeweiligen Folgen gilt). Wir folgern also:
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€ € €
!dk—dl\S!dk—aﬁ|+|aﬁ—af¢|+|aﬁl—d1|<§+§+§=€-

Damit ist gezeigt, dass a € R ist — und das war der schwierigste Teil. Es
bleibt allerdings zu zeigen, dass « in der Tat Grenzwert der Folge (ay)y ist.

Sei dazu € > 0. Fiir k € N ist
|l — alr < |ag, — di|r + |di, — a|r,

wobei di, = [(dy, dy, d,...)] und | - |z den Betrag in R bezeichnet. Der erste

Term entspricht nun der (Aquivalenzklasse der) Folge

(lak — dul, |ab — di], a5 — dx|,...).

Nun ist aber dj, = a’]‘“\,(k) selbst ein Element der Folge (a

so gewiihlt, dass |a¥ — dy| = |aF — a’f\,(k)| < + gilt fiir alle n > N (k). Mit an-

)n und war gerade

deren Worten, es gilt |a¥ — dj,| < 1 fiir fast alle n und damit |ay, — di|r < +.
Folglich: |ay, — di|r — 0, fiir k — oo.

Fiir den zweiten Term gilt ebenfalls |d, — alr — 0, fiir k — oo nach obigem
Lemma. Denn (dg)y ist gerade die Einbettung der rationalen Fundamental-
folge (dg)r und o := [(dg)x].

Damit ist also gezeigt, dass in R die Cauchy-Folge (ax)rer gegen den Grenz-
wert a konvergiert.

O
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Konstruktion oder Postulat?

Alles in allem haben wir also der Menge R die Struktur eines vollstindigen,
archimedisch angeordneten Kdrpers gegeben. Dass erlaubt uns nun R := R
zu setzen, also R mit der Menge der reellen Zahlen zu identifizieren. Aber
wie genau ist diese “Identifikation” zu verstehen? Anders gefragt: Was ist
jetzt eigentlich eine reelle Zahl?

Heutzutage ist es iiblich zu sagen, der Korper R sei eine Konstruktion
von R. Wenn wir in der Mathematik also von “reellen Zahlen” sprechen,
dann meinen wir diese Objekte der Gestalt o = [(a,),] mit den entsprechen-
den Verkniipfungen und Anordnungseigenschaften.? Diese Sichtweise ist aber
recht seltsam. Sollte das etwa heiflen die Wurzel von 2 IST eine Menge ratio-
naler Fundamentalfolgen? Zudem miissten wir dann, streng genommen, etwa
sagen die rationale Zahl 2 sei verschieden von der reellen Zahl 2, denn erste-
re ist eben eine rationale Zahl, letztere aber eine Menge von Cauchy-Folgen
rationaler Zahlen. Auflerdem existieren ja auch andere Konstruktionen der
reellen Zahlen, etwa als Dedekind’sche Schnitte. Welche sind dann aber die
“wahren” reellen Zahlen? Ist das blofl eine Frage der Definition?

Cantor selbst wére wohl nie auf die Idee gekommen zu sagen, die von ihm
definierten Objekte seien identisch mit den reellen Zahlen. Vielmehr postu-
lierte er, dass zu jeder rationalen Fundamentalfolge eine reelle Zahl ezistiert,
die Grenzwert dieser Folge ist. Die Fundamentalfolgen, bzw. ihre Aquivalenz-
klassen, wiren also nur eine Moglichkeit, dieser abstrakten ZA HL habhaft zu
werden. Man konnte auch sagen, die Menge [(a,, )nen] sei so etwas wie ein Na-
me fiir eine bestimmte reelle Zahl. Das macht einen grofien Unterschied. Ein
Name ist ja eine Bezeichnung fiir ein Ding, aber nicht mit diesem Ding iden-
tisch. So bezeichnet etwa das Wort “Miinchen” eine Grofitadt in Bayern,
ist selbst aber keine bayrische Grofistadt. Das Wort “Miinchen” hat sieben
Buchstaben und reimt sich auf “Hiindchen”, die Stadt Miinchen besteht we-
der aus Buchstaben noch kann sie sich auf irgendetwas reimen.

Ein Name bezieht sich aber auf etwas Reales, das unabhéngig von diesem
Wort existiert. Auf diese Weise begriffen, existierten also die reellen Zahlen
unabhéngig von unseren Konstruktionen und Defintionen. Wo? méchte man
dann fragen und weiter: Wie kommt es, dass sie uns iiberhaupt zuginglich
sind, dass wir etwas iiber sie wissen, sogar mit unumstoflicher Sicherheit
beweisen konnen? Es lohnt sich dariiber nachzudenken, um ein Gefiihl dafiir
zu bekommen, was Mathematik ist.

2Die rationalen Zahlen kann man ihrerseits konstruieren aus den natiirlichen Zahlen
und die natiirlichen Zahlen werden in der Mengenlehre ebenfalls konstruiert — aus der
leeren Menge 0.
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